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Logarithme népérien

Jai20enMaths

DéfinitionII

11 Définition

D éfinition 1.1
On appelle fonction logarithme népérien notée ln, la fonction définie sur ]0; +∞[
à valeurs dans R telle que : x = ey ⇔ y = lnx .
Remarque :

La fonction ln est la fonction réciproque de la fonction exponentielle.

22 Propriétés algébriques de la fonction logarithme népérien

D éfinition 1.2
Soient a et b deux réels strictement positifs.
ln (a) + ln (b) = ln (a× b)

ln (a)− ln (b) = ln
(a
b

)
ln

(
1

a

)
= − ln (a)

ln (an) = n ln (a)
1

2
ln (a) = ln (

√
a)

eln a = a
ln (ea) = a
ln (e) = 1
ln (1) = 0

https://www.jai20enmaths.com/
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2 Logarithme népérien
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1Exemple

Ecrire sous la forme d’un seul logarithme : A = 2 ln (3)− 1

2
ln (16)

Corrigé :

A = 2 ln (3)− 1

2
ln (16) = ln (32)− ln

(√
16
)
= ln (9)− ln (4) = ln

(
9

4

)
2Exemple

Simplifier : C = 3 ln (2) + 2 ln (3)− 1

2
ln (9)

Corrigé :

C = 3 ln (2) + 2 ln (3)− 1

2
ln (9) équivaut successivement à :

C = ln (23) + ln (32)− ln
(√

9
)

C = ln (8) + ln (9)− ln (3)
C = ln (8× 9)− ln (3)
C = ln (72)− ln (3)

C = ln

(
72

3

)
C = ln (24)

1Exercice Les propriétés algébriques de la fonction logarithme népérien.

Solution vidéo ↓
Simplifier les expressions suivantes :

1 A = ln(2) + ln(5) .

2 B = ln(3)− ln(7) .

3 C = 2 ln(3) +
1

2
ln(5) .

4 Ecrire en fonction de ln(2) le nombre suivant :

D = 2 ln(8)− 6 ln(
√
2)− ln(16)

33 Domaine de définition

D éfinition 1.3
Soit u une fonction définie sur un intervalle I . Alors la fonction x 7→ ln(u(x)) est
définie si et seulement si u est strictement positive sur I .

https://www.jai20enmaths.com/
https://youtu.be/BQCH0kyjzc8?si=oDFrBpdUwMfHo4E9


3
Younss Messoudi @Jai20enMaths

Équations et inéquations

L
o
g
a
r
it

h
m

e
n
ép

ér
ie

n

3

2Exercice Déterminer le domaine de définition avec le logarithme népérien.

Solution vidéo ↓
Simplifier les expressions suivantes :

1 Soit f(x) = 2 ln(−4x+ 12) .
Déterminer le domaine de définition de f .

2 Soit g(x) = ln(3x+ 6) + ln(−5x+ 20) .
Déterminer le domaine de définition de g.

Équations et inéquationsIIII

11 Équations de la forme lnx = a

D éfinition 1.4
Soient A et B deux réels strictements positifs.
ln (A) = ln (B) ⇔ A = B
ln
(
eA

)
= A

3Exemple

Résoudre dans ]0; +∞[ l’équation −11 ln (x) + 3 = −4 ln (x)− 11.
Corrigé :

L’équation est définie si et seulement si x > 0.
−11 ln (x) + 3 = −4 ln (x)− 11 équivaut successivement à :
−11 ln (x) + 4 ln (x) = −11− 3
−7 ln (x) = −14

ln (x) =
−14

−7
ln (x) = 2
lnx = ln (e2) car ln (ea) = a
x = e2

Or e2 ∈ ]0; +∞[, donc la solution de l’équation est : S = {e2}

https://www.jai20enmaths.com/
https://youtu.be/j64v6YVcCa0?si=2q7xrqt8UI4pIZgU
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4 Logarithme népérien
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3Exercice Résoudre une équation avec la fonction logarithme népérien.

Solution vidéo ↓
Simplifier les expressions suivantes :

1 Résoudre dans ]0; +∞[ l’équation lnx = 7 .

2 Résoudre dans ]0; +∞[ l’équation 2 lnx− 6 = 0 .

3 Résoudre dans ]−∞; +∞[ l’équation ex+1 = 4 .

4 Résoudre dans ]−∞; +∞[ l’équation ex+1 = −7 .

22 Équations de la forme ln (A) = ln (B)

D éfinition 1.5
Soient A et B deux réels strictements positifs.
ln (A) = ln (B) ⇔ A = B

4Exemple

Résoudre dans R l’équation : ln (2x+ 14) = ln (x− 6) .
Corrigé :

L’équation est définie si et seulement si


2x+ 14 > 0

et
x− 6 > 0

⇔


x > −7

et
x > 6

On fait l’intersection des deux intervalles, ainsi le domaine de définition est :

Df = ]6;+∞[

ln (2x+ 14) = ln (x− 6) équivaut successivement à
2x+ 14 = x− 6
2x− x = −6− 14
x = −20
Or −20 /∈ ]6; +∞[, donc il n’y a pas de solution à l’équation.
On écrit alors : S = ∅

4Exercice Résoudre une équation avec la fonction logarithme népérien.

Solution vidéo ↓
Simplifier les expressions suivantes :

1 Résoudre l’équation ln(2x+ 6) = 0.

2 Résoudre l’équation ln(2x− 2) = ln(x+ 2) .

3 Résoudre l’équation ln(x− 3) + ln(2x+ 1) = 2 ln(2) .

https://www.jai20enmaths.com/
https://youtu.be/w_Dfn_W7R50?si=dQCKzR-eEGguypax
https://youtu.be/GrgZUoqlIqE?si=p0MJqsaY9TNj6-WV
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5Exercice Résoudre une équation avec la fonction logarithme népérien partie 3.

Solution vidéo ↓
Simplifier les expressions suivantes :

1 Résoudre dans ]0; +∞[ l’équation (ln(x))2 − 5 ln(x) + 4 = 0 .

InéquationsIIIIII

5Exemple

Résoudre dans R l’inéquation : lnx+ ln 3 ⩽ ln(2x+ 1)
Corrigé :

La première étape ici est de déterminer le domaine de validité de cette inéquation.

L’équation est définie si et seulement si


x > 0

et
2x+ 1 > 0

⇔


x > 0

et

x >
−1

2
On fait l’intersection des deux intervalles, ainsi le domaine de définition est :

Df = ]0;+∞[

Résolvons maintenant l’inéquation :
lnx+ ln 3 ⩽ ln(2x+ 1)
ln(3x) ⩽ ln(2x+ 1)
3x ⩽ 2x+ 1
x ⩽ 1
Il nous faut déterminer les réels x ⩽ 1 appartenant à l’intervalle du domaine de défini-
tion Df = ]0;+∞[ .
Les solutions de l’inéquations sont donc les réels appartenant à l’intervalle ]0; 1]

https://www.jai20enmaths.com/
https://youtu.be/j08zteLbCVk?si=kClr2AVSOw9GQXfA
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6 Logarithme népérien
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6Exercice Résoudre une inéquation avec la fonction logarithme népérien.

Solution vidéo ↓
Simplifier les expressions suivantes :

1 Résoudre dans ]0; +∞[ l’inéquation lnx ⩾ 4 .

2 Résoudre dans ]0; +∞[ l’inéquation lnx ⩽ −2.

3 Résoudre dans ]0; +∞[ l’inéquation 2 lnx+ 10 > 0.

7Exercice Résoudre une inéquation avec la fonction logarithme népérien .

Solution vidéo ↓
Simplifier les expressions suivantes :

1 Résoudre dans R l’inéquation ln(x+ 2) + ln(x) ⩾ ln(3).

8Exercice Résoudre les inéquations avec un exposant d’inconnue n.

Solution vidéo ↓
1 Soit n un entier naturel, résoudre l’inéquation 2n ≥ 3040 .

2 Soit n un entier naturel, résoudre
l’ínéquation 400× 0, 9n + 600 ≤ 700 .

Etude de la fonction logarithme népérienIVIV

11 Dérivée de la fonction logarithme népérien

D éfinition 1.6
La fonction logarithme népérien est dérivable sur ]0; +∞[ et on a : (lnx)′ =

1

x
.

D éfinition 1.7
La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur ]0; +∞[.

https://www.jai20enmaths.com/
https://youtu.be/WjnwSwMVUDY?si=yjJ0UZymltK5oBVX
https://youtu.be/https://youtu.be/cO-RZCS2kxI?si=nYLKvjY8yaLu5bQM
https://youtu.be/https://youtu.be/6u163RCCoCU?si=gCRzSVP_yuB9Rl-_
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Etude de la fonction logarithme népérien
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6Exemple

Soit la fonction f définie sur ]0; +∞[ par : f (x) = 3 ln (x) + 7x+ 6.
Déterminer l’expression de la dérivée f ′ de f .
Corrigé :

La fonction f est définie si et seulement si x > 0. De plus f est dérivable sur ]0; +∞[.

f ′ (x) =
3

x
+ 7

On va mettre tout au même dénominateur pour nous préparer aux études de signe.

Ainsi : f ′ (x) =
3 + 7x

x

22 Dérivée de la fonction ln (u)

D éfinition 1.8
Soit une fonction u dérivable et strictement positive sur un intervalle I.

La fonction ln (u) est alors dérivable sur I et on a : (ln (u))′ =
u′

u
.

7Exemple

Soit la fonction f définie sur ]0; +∞[ par : f (x) = 2 ln (4x+ 6).
Déterminer l’expression de la dérivée f ′ de f .
Corrigé :

La fonction f est définie si et seulement si 4x+ 6 > 0 ⇔ x > −3

2
.

Ainsi le domaine de définition est Df =

]
−3

2
;+∞

[
.

De plus le domaine de dérivabilité est le même intervalle que celui du domaine de
définition.
Ainsi f est dérivable sur

]
−3

2
; +∞

[
.

On a : u (x) = 4x+ 6 et u′ (x) = 4

Ainsi : f ′ (x) = 2× 4

4x+ 6

D’où : f ′ (x) =
8

4x+ 6

https://www.jai20enmaths.com/
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8 Logarithme népérien
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9Exercice Tout savoir sur les dérivées de la fonction logarithme népérien.

Solution vidéo ↓
1 Calculer la dérivée de la fonction f définie sur ]0; +∞[ par :

f(x) = 2 lnx− 4x+ 3 .

2 Calculer la dérivée de la fonction f définie sur ]0; +∞[ par :
f(x) = 3x lnx .

3 Calculer la dérivée de la fonction f définie sur
]
7

3
;+∞

[
par :

f(x) = ln(3x− 7)− 5x .

4 Calculer la dérivée de la fonction f définie sur ]−∞; +∞[ par : f(x) = 4 ln (x2 − 3x+ 5)
.

10Exercice Étudier les variations de la fonction logarithme népérien.

Solution vidéo ↓
1 Étudier les variations de la fonction f définie sur ]0; +∞[ par

f(x) = 2x− 3 lnx .

11Exercice Étudier les variations de la fonction logarithme népérien.

Solution vidéo ↓
1 Étudier les variations de la fonction f définie sur ]0; +∞[ par

f(x) = 5x lnx .

https://www.jai20enmaths.com/
https://youtu.be/https://youtu.be/LmH_nLhGRM0?si=nNJ9KQh9KbA74aBA
https://youtu.be/https://youtu.be/KEai6La8-KI?si=37PCZpkJllsMqL14
https://youtu.be/https://youtu.be/xcrtPmsjqHE?si=GNa8uKagcmAlEuNK
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Les limites usuellesVV

11 Limite en 0 et en l’infini

D éfinition 1.9

lim
x→+∞

lnx = +∞

lim
x→0+

lnx = −∞

8Exemple

Calculer lim
x→+∞

2 ln (x) + 5x+ 6.
Corrigé :
lim

x→+∞
2 ln (x) = +∞

lim
x→+∞

5x+ 6 = +∞

}
par addition lim

x→+∞
2 ln (x) + 5x+ 6 = +∞

9Exemple

Calculer lim
x→0+

−5 ln (x)− 6x− 2.
Corrigé :
lim
x→0+

−5 ln (x) = +∞
lim
x→0+

−6x− 2 = −2

}
par somme lim

x→0+
−5 ln (x)− 6x− 2 = +∞

22 Les croissances comparées

D éfinition 1.10
Soit n un entier naturel non nul

lim
x→+∞

lnx

xn
= 0 lim

x→+∞

xn

lnx
= +∞ lim

x→0+
xn lnx = 0

D éfinition 1.11 Il est important de retenir que, en l’infini, les fonctions expo-
nentielles croissent plus vite que toutes les puissances de x, et qu’une puissance
positive de x croît plus vite que toutes les puissances d’un logarithme.

https://www.jai20enmaths.com/
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10Exemple

lim
x→+∞

3 ln (x)− 5x4 + 6x− 1

lim
x→+∞

−5x4 − 1 = −∞
lim

x→+∞
3 ln (x) + 6x = +∞

}
Nous rencontrons une forme indéterminée.

Pour lever cette indétermination, nous allons factoriser par le plus fort c’est à dire ici
x4.
Ainsi :
lim

x→+∞
3 ln (x)− 5x4 + 6x− 1 = lim

x→+∞
x4

(
3 ln (x)− 5x4 + 6x− 1

x4

)
lim

x→+∞
3 ln (x)− 5x4 + 6x− 1 = lim

x→+∞
x4

(
3 ln (x)

x4
− 5x4

x4
+

6x

x4
− 1

x4

)
lim

x→+∞
3 ln (x)− 5x4 + 6x− 1 = lim

x→+∞
x4

(
3 ln (x)

x4
− 5 +

6

x3
− 1

x4

)
Or lim

x→+∞

ln (x)

x4
= 0 (croissances comparées). D’où :

lim
x→+∞

x4 = +∞

lim
x→+∞

3 ln (x)

x4
− 5 +

6

x3
− 1

x4
= −5

 par produit :

lim
x→+∞

x4

(
3 ln (x)

x4
− 5 +

6

x3
− 1

x4

)
= −∞

Finalement : lim
x→+∞

3 ln (x)− 5x4 + 6x− 1 = −∞

11Exemple

Déterminer lim
x→0+

(6x3 − 4x2 + 7x) ln (x)

Corrigé :
lim
x→0+

6x3 − 4x2 + 7x = 0

lim
x→0+

ln (x) = −∞

}
Nous rencontrons une forme indéterminée.
Pour lever cette indétermination, il va falloir ici développer l’expression. Ce qui nous
donne :
lim
x→0+

(6x3 − 4x2 + 7x) ln (x) = lim
x→0+

(6x3 ln (x)− 4x2 ln (x) + 7x ln (x))

D’après le rappel, il en résulte donc que :
lim
x→0+

6x3 ln (x) = 0

lim
x→0+

−4x2 ln (x) = 0

lim
x→0+

7x ln (x) = 0

Ainsi : lim
x→0+

(6x3 ln (x)− 4x2 ln (x) + 7x ln (x)) = 0

Finalement : lim
x→0+

(6x3 − 4x2 + 7x) ln (x) = 0

https://www.jai20enmaths.com/
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12Exercice Tout savoir sur les limites avec la fonction logarithme népérien

Solution vidéo ↓
1 Calculer lim

x→+∞
2 lnx+ 4x− 5 .

2 Calculer lim
x→+∞

−3 lnx+ x2 + 3x− 5 .

3 Calculer lim
x→+∞

2 lnx+ 4

lnx− 5
.

4 Calculer lim
x→0+

(x2 − 3x) lnx .

Un sujet type BACVIVI

13Exercice Sujet type Bac - Fonction logarithme népérien et continuité

Solution vidéo ↓
Soit g la fonction définie sur ]0; +∞ [ par g(x) = x2 − 2 + ln(x).

1 Calculer les limites de g en 0 et en +∞. Que peut-on en déduire ?

2 Etudier les variations de g sur ]0; +∞[.

3 Montrer que l’équation g(x) = 0 admet une solution unique sur ]0; +∞[. On note α
cette solution. A l’aide de la calculatrice, déterminer un encadrement d’amplitude
10−2 de α.

4 Déterminer le signe de g suivant les valeurs de x.

On considère la fonction f définie et dérivable sur ]0; +∞[ par
f(x) = x2 + (2− ln(x))2. On note f ′ la fonction dérivée de f sur ]0; +∞[.

5 Exprimer, pour tout réel x de ]0; +∞ [, f ′(x) en fonction de g(x).

6 Etudier les variations de g sur ]0; +∞[.

https://www.jai20enmaths.com/
https://youtu.be/https://youtu.be/N3Q96K_aZzc?si=V20jsB1RAoOfdG7u
https://youtu.be/https://youtu.be/qYQiTR-zh1A?si=N924jOVdHGp6m6v5
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