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Sommes de sous espaces vectoriels

& Généraliteés
On désigne par K l'ensemble R ou C. On désigne par V' un espace vectoriel sur K.
Les ensembles E et F' désignent deux sous-espaces vectoriels de V. On pose :
E+F={u+v | (u;v) € ExF}
Evidemment E + F' est un sous espace vectorielde V.

» Définitions
Le sous espace vectoriel E + F' s'appelle la somme des sous-espaces vectoriels
EetF.
On dit que la somme E + F' est directe si E N F' = Oy . Dans ce cas et
uniquement dans ce cas on note ceci par [écriture £ @ F.

» Conséquences
Les propositions suivantes sont équivalente :

1 — lasomme E + F' est directe;
2 — pourtout z appartenant ala somme E + F, il existe un unique couple
(u;v) € Ex Ftelquez = u+v.

% Parexemple siE = (z; 0 0) avec z € R quiest un sous espace vectoriel de
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R3et F = (0;y 2)avec (y; z) € R? quiest un aussi sous espace vectoriel de R?
alors on a clairement E + F = (x; y z) avec (z; y; z) € R?, donc E@® F = R®.
& Cas de la dimension finie
» Résultat important
Soient p et g deux nombres entiers naturels non nuls. On suppose que :
e E est engendré parlespvecteursui; ---;upde V' ;
e F est engendré parles g vecteurs upi1; -+ 5 Uprg de V;
Dans ce cas la somme E + F' est engendrée par les vecteurs
Uy o3 Up 5 Uppls m 05 Upyg-
» Théoreme
On supposse que dim V = n > 2. On suppose également que le sous-espace
vectoriel &/, de V, est munie d'une base (el I ep) et que le sous-espace

vectoriel F', de V, est munie d'une base (epH R ep+q). Alors les énoncés

suivants sont parfaitement équivalents :

1 — les sous-espaces vectoriels E et F' sont supplémentaires dans V.
2 — lafamille (e1; -+ ;€5 €pr15 -3 €prq) €St UNe base de V.
3 _ ona ENF = 0y

dmFE +dmF = dimV

» Conséquence
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Silespace vectoriel V' est de dimension finie alors tout sous-espace vectoriel E,

de V, posséde au moins un supplémentaire.

» Meéthode

Pour déterminer un supplémentaire F' d'un sous-espace vectoriel E d'un espace

vectoriel V' de dimension finie non nulle, on procéde de la maniére suivante :

< Etape 1
On cherche une base (e1; - -+ ; ep) de E.

< Etape 2
On compléte labase (e ; - - ; e,) de E par des vecteurs (ep41; - ; €piq) de V
de fagon & obtenirune base (e1; -+-; €p; €pt1; - 5 €ptq) de V.

< Etape 3: conclusion
le sous-espace vectoriel F' engendré pare,. 1 ; - - ; €,44 €st un supplémentaire
de Edans V.
» Remarque
Si E est un sous-espace vectoriel de V différent de {0y } et de V alors iln'y a pas

unicité d'un supplémentaire de E dans V. Le sous-espace vectoriel E admet une
infinité de supplémentaires.

» Exemple classique

On considére, dans R2, les droites vectorielles :
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D; = {(=;y) € R? | 2z — y = 0} dont un vecteur directeurest e; = (1; 2);
et

D, = {(z; y) € R? | 3z + 6y = 0} dont un vecteur directeurest e = (—6; 3)
Ces deux droites D; et D, sont supplémentaires de la droite

D3 = {(z;y) € R? | z —y = 0} dont un vecteur directeur est eg = (1; 1).En
effet, les ensembles (e; ; e3) et (e2 ; e3) sont deux bases de R2. Et de fait ona:

Dy ®D; = R2
D, dD; = R?

» Théoreme de Grassmann
Soit V' un espace vectoriel sur R. Soient E et F' deux sous-espaces vectoriels de

dimensions finies dans V. Dans ce cas la somme E + F' est de dimension finie et
ona:

dim(E+ F) =dim E + dim F — dim(E N F)
» Généralisation

On dit que les trois sous-espaces vectoriels Ey, Ey et E5 de V sont en somme

directe si:
EiN(Ex+E3) = Oy
E, N (El + Eg) = 0Oy
E3 N (El + E2) = OV

On écrit alors cette somme comme E1 @ E» @ E3 et ondit que V est la somme

directe des trois sous-espaces vectoriels Eq, Fr et E3:V = E1 @ FE2 @ E3

Cecise généralise au cas de 7 sous-espaces vectoriels. On dit que les k sous-
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espaces vectoriels Ey, E,, --- , E; de V sont en somme directe si:

k
Vie(1;--3k), B0 | > Ei| =0y
J=1;j#i

Et on écrira:

V=EE,

Jj=1
l .
» Retour sur l'exemple classique
On considére, dans R2, les droites vectorielles :

D; = {(z; y) € R? | 2z — y = 0} dont un vecteurdirecteurest e; = (1; 2);
et

Dy = {(z;y) € R? | 3z + 6y = 0} dont un vecteur directeurest e; = (—6; 3)
Ces deux droites D et D, sont supplémentaires de la droite

Dy = {(z; y) € R’ | z — y = 0} dont un vecteur directeurest e3 = (1; 1). En
effet, les ensembles (e ; e3) et (ez ; e3) sont deux bases de R?. Et de fait ona:

Di®D; = R2
D,®D; = R

Mais on a aussi:

DiNDy = Ope
D1 ﬂ D3 = ORZ
Dy ND3 = Ope

Mais pour autant on a (D; + Dy) N D3 = D3 # Oge.

Il faut toujours prendre le temps de Vvérifier lensemble des conditions !
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