Maths Sup / L1 - Espaces Vectoriels - Dimension finie

Dimension finie

& 1 — Famille génératrice

» 1 — Définition : combinaison linéaire
Soit n € N* et soient Vic{1;...;n} des vecteurs du K-espace vectoriel V. On dit
qu'un vecteur u € V est une combinaison linéaire des Vic{l;---;n} s'ilexiste n

scalaires Aic(1;...;n) de Ktels que :
n
U= A1v1 + A2V2 + - ApUn = Z)\ivi
i=1

» 2 — Définition : ensemble des combinaisons linéaires
Soit n € N* et A = {u;cf1,.... ) } Une partie de V. On note par Vect(A) ou
Vect(ug ; - - ; u,) lensemble de toutes les combinaisons linéaires possibles &

partir des vecteurs {u;c(1;...;n) }. DONC

n
Vect(A) = Vect(ur; -+ 5 un) =u €V, Iicpr;...;n) € K", Z)\iui

i=1
L'ensemble Vect(A) ou Vect(u; ; - - - ; u,) est un sous-espace vectoriel de V sur
K.

Par exemple siqg € V alors Vect(q) = Agavec A € K.

» 3 — Définition : famille génératrice
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Soit n € N* et soient U = uic(1;...;n} € V".Ondit que U est une famille
(vectorielle) génératrice (ou systéme générateur) de V si:
Vect(ui; -+ 5up) =V
On dit aussi que la famille vectorielle U engendre V.

» 4 — Définition : famille libre et famille liée
Soit n € N* et soient Y = Uic{1;...;n} € V" une famille de vecteur de l'espace
vectoriel V.

On dit que la famille U est libre ou que les vecteurs u;c(y ;...;,} sont linéairement

indépendants si:

Vhieft;oimy €K% [ D) A =0 = A =Xy =--- =X, =0)
=1

Dans le cas contraire, c'est-a-dire silon peut trouver n scalaires Ajc(1;...;n}

n

i — . . ° 2
non tous nuls tels que Z Aiu; = 0 ondit que la famille U est liee ou que les
i=1

vecteurs uic(1;....»} sont linéairement dépendants. Ainsiil est possible d'exprimer
fun des vecteurs u;c( ..., ) de U enfonctiondes n — 1 autres vecteurs de cette
méme famille .

» 5 — Conséquence :
Au sein d'une famille vectorielle libre, aucun vecteur n'est nul.
Ainsi la famille U = (u) est libre siet seulement siu est non nul.

De plus, toute sous- famille vectorielle d'une famille vectorielle libre est également
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libre.

& 2 — Base

» 1 — Définition : base
Soit n € N* et soient B = (Uz'e{1 ;...;n}) € V™ une famille de vecteur de l'espace
vectoriel V. On dit que B est une base de lespace vectoriel V si B est, a la fois,

libre génératrice dans V.
Au sein d'un espace vectoriel, une base n'est pas unique !

» 2 — Premier exemple
Pour tout A non nul, la famille () est une base du K-espace vectoriel K. En
particulier, la famille (1) est une base de de K et on lappelle lo base canonique.

» 3 — Deuxieme exemple
Plus généralement, les vecteurs de K", notése; = (1;0; ---; 0),
e2=(0;1;---;0),--,ep=(0;0;---; 1) forment une base de K" et on
lappelle la base canonique.

» 4 — Troisieme exemple
Soit i* = —1. La famille (1; %) est une base du R-espace vectoriel C. On lappelle la
base canonique de C.

» 5 — Quatrieme exemple

Dans le K-espace vectoriel M5 (K) les quatre matrices
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-1 1 1 -1 11 11
= (3 ) s () s () e ()

forment une base du K-espace vectoriel M3 (K) Ilen est de méme que

1 0 0 1 0 O 0 O
E11:<0 O);Em:(O 0>;E21:<1 0);E22:<0 1)

Cette deriére base s'appelle la base canonique de M (K).
» 6 — Un résultat important
Soit n € N* et soient B = uc{1;....n} € V" une famille de vecteur de lespace

vectoriel V. Pour que B soit une base de V, il faut et il suffit que, pour tout vecteur

n
v de V, ilexiste une seul et unique n-uplet A\jc(1;...;n)) € K" telque v = Z Al
i=1

Dans ce cas le n-uplet A1, ...;n}) s'appelle le systéme des composantes de v
dans la base B.

e Parexemple, on peut écrire que

M = (Z _73> = 2E11 + (—3)E12 + 4E»1 + 7E»3. Donc, dans la base canonique
de M, (K), les composantes de M sont 2, —3,4 et 7.
& 3 — Théorie de la dimension finie

» 1 — Définition

On dit que lespace vectoriel V est de dimension finie si V' est engendré par un

nombre fini de vecteurs. Dans le cas contraire, ont dit que V' est de dimension
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infinie.

e Parexemple, entant que K-espace vectoriel, My, (K) est de dimension finie.
ee Parexemple, KX est de dimension infinie.
» 2 — Lemme de Steiniz
Soit n € N*.Si V est engendrée par n vecteurs alors toutes famille formée de
n + 1 vecteurs est liée.
— C'est souvent comme cela que 'on montre qu'une famille est liée.
» 3 — Théoreme
On suppose que V est de dimension finie, non réduit au vecteur nul. Alors :
B V possede au moins une base formée d'un nombre fini de vecteurs ;
Bl V toutes les bases de V sont formées d'un méme nombre fini de vecteurs.
» 4 — Définition : la dimension
Soit V' un espace vectoriel de dimension finie, non réduit & lélément nul. Le cardinal
commun de toutes ses bases s'appelle la dimension de V et se note dim(V).

e Par exemple, une droite vectorielle est un espace vectorielle de dimension 1.
ee Par exemple, un plan vectoriel est un espace vectoriel de dimension 2.

e e ¢ Par exemple, un volume vectoriel est un espace vectoriel de dimension 3.
C'est la cadre de travail du physicien en Physique classique ;

e e o0 SiV se réduit au vecteur nul alors on dit que la dimensionde V est 0.

» 5 — Exemples classiques et importants
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e R est une droite vectorielle sur R.
ee (C est une droite vectorielle sur C.
e o ¢ (C est un plan vectoriel sur R.
eeee M, ,(K) est de dimension np.
» 6 — Produit d’espaces vectoriels de dimension finie
Soit n € N*. Soient V1 ; V2 ; - -+ ; V), des espaces vectoriels de dimension finie sur

K. Le produit V1 x Vo x --- x V;, est un K-espace vectoriel de dimension finie et
lona:

dim(Vi x Vo x -+- x V) = dim(V1) 4 dim(Va) + - - - + dim(V;,)
e Parexemple, le K-espace vectoriel K" de dimension n.
ee Parexemple, le R-espace vectoriel C" de dimension 2n.
» 7 — Théoreme
Si V est un espace vectoriel de dimensionn > 1, alors :
1 — toute famille libre de V admet au plus n éléments ;
2 — une famille libre ayant exactement n éléments est une base. On lappelle
“famille libre maximale dans V" ;
3 — toute famille génératrice de V admet au moins n éléments ;
2 — une famille génératrice ayant exactement n éléments est une base. On

lappelle "famille génératrice minimale dans V™.
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» 8 — Théoréme de la base incomplete
On suppose que V est de dimensionn > 2. On considére une base
B = (eie{l : ...;n}) de V et une famille libre £ = (Eie{l : ...;p}) de pvecteursde V,
avec 1 < p < n.Dans ce cas, on peut compléter les p vecteurs de L parn — p
vecteurs eg(1) ; -+ ; €g(n—p) tOUs choisis dans la base B, de sorte que la famille
C= (El Jecolhn g D @) h oo ] ek(n,p)) soit une base de V.

» 9 — Théoreme

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie et W un sous-espace vectorielde V'
.Onaalors:

1 — le sous-espace vectoriel W est de dimension finie ;
2— ona0<dmW <dimV ;
3— siW =V adorsdmW =dimV.
& 4 — Rang d'une famille de vecteurs
On désigne par V' un espace vectoriel de dimension finie.
» 1 — Définition : le rang
Soit n € N*.On désigne partd = (uy ; - - - ; u,) une famille de n vecteurs de V. La
dimension du sous-espace vectoriel Vect(U) s'appelle le rang de U et se note
rang(U). Donc:

rang(U) = dim Vect(U)
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» 2 — Conséquences
Soit pe N* et = (u1; -+ ; up) une famille de p vecteurs de V.On a alors :
1— ona0 < rang() < min(p; dimV);
2 — onarang(U) = psiet seulement sila famille U est libre dans V' ;
3 — onarang(Ud) = dim V siet seulement sila famille « engendre V.
» 3 — Lien avec la méthode du pivot de Gauss
Soit pe N* et = (u1; -+ ; up) une famille de p vecteurs de V.
On ne modifie pas le sous-espace vectoriel engendré Vect(U) et donc le rang de

la famille ¢ lorsqu'on fait subir aux vecteurs (u; ; - - - ; u,) les opérations
élémentaires suivantes :

1 — changerlordre des vecteurs;
2 — multiplier l'un des vecteur par un scalaire non nul;

3 — djouter & 'un des vecteurs de la famille &) une combinaison linéaire des

autres vecteurs de la famille \mathcal{u}) ;

4 — Substituer & la famille vectorielle U = (u; ; - - - ; up) la famille
U = (u1;---; up; v) dans laquelle le vecteur supplémentaire v est une
combinaison linéaire des vecteurs (u1 ; «- - 5 Up).

9+ Parexemple si (u; v) € V2 alors ona
rang(u; v) = rang(u; 5v) = rang(3u; 4v) = rang(2u; 6v; 5u + Tv).

& 5 — Action d'un changement de base
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» 1 — Définition
Soit B=(e1; - ; en) une base de V.

1 — Soit u unvecteurde V de composantes A1 ; - -- ; A dans la base B. La

A1
matrice Matg(u) = | : | s'appelle la matrice du vecteur u dans la base B.
An

2— soitid = (u1; -+ ; up) une famille de p vecteurs de V. On suppose que

chaque vecteur u; de cette famille (1 < j < p) onala matrice représentative

ALy
dans la base B suivante Matg (u) = : |.Dans ce cas la matrice
An;j
représentative de la famille U = (uq ;5 - - - 5 u,), notée Matg(U), dans la base B
est définie par:
M- ccn Mag ane gm
Matg(U) = | : :
Nogil <90 Mvag o5 S
» 2 — Un résultat important
Soit B=(e1; -+ ; en) une base de V.Soit U = (u1 ; - -+ ; uy) une famile de n

vecteursde V.

Pour que U soit une base de V il faut et il suffit que la matrice Matg (U) soit
inversible.

» 3 — Définition : matrice de passage
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Soit B; et B, deux bases de V. La matrice de passage de B; et B, notée

Ps, — B, = Matg, (B2)

Et ona:

[Ps, — 5,1 =P, 5, = Matg, (B1)

» 4 — Théoréme : action d'un changement de base sur un vecteur
Soit B et B2 deux bases de V. Soit u un vecteur de V. On note par
X1 = Matg, (u) et Xo = Matg, (u). Onaalors:

X1 =P, — 8, X2

Cette formule est extrémement importante tant du point de vue théorique que
pratique.
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