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Généralités sur les espaces vectoriels

& 1 — Lois de composition interne

» Définition
Une loi de composition interne, notée H sur lensemble V' est une application de
V xVdansV :

VxV — V
(z;y) — zBy

Ainsi pour montrer que l'opération H est une opération interne pour V, il faut
montrer que pour tous les éléments z et yde V,onaxzHy € V.
& 2 — Lois de composition externe

» Définition
Une loi de composition externe, notée x entre les ensembles V et K, est une
applicationde K x V dans V' :

KxV — V
A;z2) — Axz

Ainsi pour montrer que lopération x est une opération externe entre V et K, il faut

montrer que pour tous scalaire A de K et pour tous les éléments z de V,ona

AxxeV.
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& 3 — Espace vectoriel
» Définition
Soit V' un ensemble muni
— d'une loi de composition interne notée M :V(u; v) € V2, uBHv € V.
— d'une loi de composition externe entre V' et K, notée *:
VA;u) e (Kx V), AxueV.
Ondit que V est un espace vectoriel sur K, on dit aussi un K-espace vectoriel (ou
K-ev), siles 8 axiomes suivants sont vérifiés.
e Axiome (A1)
L'opération interne M est commutative : V(u; v) € V2, uBv =vBu.
e Axiome (A2)
L'opération interne H est assiciative :
V(u;v;w) €V3, vl (vBw) = (uvBv) Buw.
La valeur commune est notée v H v H w.
e Axiome (A3)
Il existe un unique élément de V, notée Oy et appelé élément neutre de V tel que
NVueV, ulHOy =0y Hu = w.

e Axiome (A4)
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pour tout éléement u de V, il existe un unique élément u’ de V, appelé le
symétrique de u suivant [opération interne \boxplus tel que l'on ait :
VuecV,3 eV, uBlu =« Bu=0y.

e Axiome (A5):

ona:VA €K, V(u;v) €V, Ax(uBv) = (Axu) B (A *v).

e Axiome (A6):

ona:V(\; p) €K%, Yu eV, Ax(uxu) = (M) *u

e Axiome (AT):

ona:Y(A\; p) €EK2, Vu eV, A+p)*u=(Axu) B (u*xu).

e Axiome (A8):

Ona:Vu eV, 1xu=u.

Ondit que les éléments de V sont les vecteursde V.

» Remarques
On adopte en général les notations et terminologies suivantes :

% Lopérationinterne H est notée + et est appelée I'addition vectorielle.
3 L'opération externe x est notée . et est appelée la multiplication scalaire.

% Pourtout (u; v) € V2, le vecteuru + v s'appelle la somme des vecteurs u et v

% Pourtout u € V, le vecteur symétrique ' suivant + s'appelle le vecteur

jai20enmaths.com - Page



Maths Sup / L1 - Espaces Vectoriels - Généralités sur les espaces vectoriels

opposé de u et se note —u. Ainsiu’ = —u.

3~ Lélément neutre Oy s'appelle le vecteur nul.

% Pourtout (A; u) € K x V, le vecteur A.u s'appelle le produit de u par A et se
note simplement Aw.

4 On peut alors définir la soustraction vectorielle sur V en posant :
u—v=u+(—v).

Donc pour montrer qu'un ensemble non vide V' est un espace vectoriel sur K, il faut
que V' est muni d'une opération interne et d'une opération externe satisfaisant
aux fuit axiomes A1; --- ; A8. Ceciaméne a vérifier dix conditions au total !

Soit V' un espace vectoriel sur K. Alors pour tout scalaire A et pourtouude V ona

Ou = OV
A0y = Oy
—u (—1).u

& 4 — Exemples a connaitre

» Premier exemple

Lensemble R est un espace vectoriel sur R pour les opérations usuelles que sont
addition et la multiplication.

» Deuxieme exemple

Lensemble C est un espace vectoriel sur C pour les opérations usuelles que sont

laddition et la multiplication.
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» Troisieme exemple

Lensemble C est un espace vectoriel sur R pour laddition dans C et Ia
multiplication des nombres complexes par des nombres réels.

» Quatrieme exemple
Soit A un ensemble non vide et V' un espace vectoriel sur K. L'ensemble, noté VA,

des applications de A vers V' est un espace vectoriel sur K pour les opérations
suivantes :

Pourtout A € K et pourtoutes les applications f : A — Vetg: A— V,on

note f + g et Af les applications définies par:

A — V
f+g={ a — (f+9)(a)=f(a)+g(a)

et

A — V
Af { o — (Af)(a) = r(a)

L'ensemble R¥ des applications f : R — R est souvent rencontré en exercices.
» Cinquieme exemple
L'ensemble des suites d'éléments de V est un espace vectoriel sur K.
» Sixieme exemple
On note par K[z] lensemble des fonctions polynomiales f : K — K d'une seule
variable x et a coefficient dans K, c'est-a-dire lensemble des fonctions f définies

sur K par f(z) = ap + a1z + - - - + apa?. le nombre p est un entier naturel et les
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Qic(1;...;p} SONt des élements de K. Lensemble K[z] est un espace vectoriel sur
K.

» Septieme exemple
L'ensemble M, ;) (K) est celui des matrices a n lignes et p colonnes, &
coefficients dans K. Cet ensemble, muni de la somme et de la multiplication par
un scalaire est un espace vectoriel sur K.

» Huitieme exemple
Soient V7 et V5 deux espaces vectoriels sur K. Le produit cartésienV = V; x V,
est un espace vectoriel sur K pour les opérations suivantes : pour tout A € K et
pour tous les éléments u = (x1 ; z2) et ' = (7 ; ) de V = Vi x V3, on pose
u+u = (z1+ x5 T2+ xh) et Au= (Az1; Ax2).

» Neuvieme exemple
Pourn € N* on peut généraliser lexemple précédent (le huitieme), au cas de n
espaces vectoriels Vi ; - -+ ; V,, sur K. C'est pourquoi R" est un espace vectoriel
sur R. Les cas les plus utilisés sont le plan habituel n = 2 et l'espace habitueln = 3.

» Dixiéme exemple
De méme, lensemble K" est un espace vectoriel sur K.

» Cas particulier
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On considére le demi-plan supérieur P = R x R™ muni des opérations

VAER, Yu= (z1; x22) € P, Vu' = (7 ; x3) €
p utd = (x1+2); 22+ h)
’ Au = (Azg; Azg)

n’est pas un espace vectoriel sur R, pour les opérations précédentes, car: en
choisissant A = —letu = (0; 1) € Palors A\u = (0; —1) ¢ P.
& 5 — Sous — espaces vectoriels
» Définition
Soit V' un espace vectoriel sur K. On dit qu'un ensemble E est un sous-espace
vectorielde V siles quatre conditions suivantes sont satisfaites :
Cl: ECV
C2: E#£0
C3:V(u;v)€E*> u+veE

C4:V(A;v)eKXE, WweE
De facon plus condensée, on a aussi:

Cl: ECV

C2: E+£0

C3:VAeK, Y(u;v) € B>, u+ \WweE
» Théoreme

Un sous-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel V est luiméme un K-espace
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vectoriel pour les mémes opérations interne et externe sur V.
» Exemples

e les seuls sous-espaces vectoriel de R? sont {0}, R? et les droites qui passent
par l'origine.

ee |es seuls sous-espaces vectoriel de R? sont {0}, R3, les droites qui passent
par l'origine et les plans qui contiennent l'origine.

e ¢ o Pourtout entier naturel n, lensemble K, [z] des fonctions polynomiales de
degré inférieur ou égal a n et & coefficients dans K est un sous-espace vectoriel
de l'espace vectoriel K[z].
e e o0 Si] est unintervalle de R. L'ensemble notée C(I ; R) des fonctions réelles
et continues sur est un sous espace vectoriel de l'espace vectoriel R des
fonctions réelles définies sur 1.

» Intersection de sous — espaces vectoriels
T héoréme : Soit V' un espace vectoriel sur K. Toute intersection de sous-espaces
vectoriels de V' est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel V.
Par exemple, les deux plans P et P’ passant par l'origine O de R? sont deux sous-
espaces vectoriels de R®. Leur intersection est également un sous-espace

vectoriel de de R? : il s'agit de la droite (d) qui passe aussi par l'origine O.
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(d)

3 Enrevanche, en général, la réunion de sous-espaces vectoriels n'est pas un

sous-espaces vectoriel. Laddition vectorielle affine est un exemple illustrant ceci.
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