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Cours sur les primitives (IPP, changement de variables, Taylor Lagrange
avec reste intégral)

@ Primitives d'une fonction continue.

a. Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle . Une fonction F', définie sur un intervalle I, est une primitive de f sielle
est dérivable sur I et si:

Vz € I, F'(z) = f(z)

b.  Théoremes

Théoréme 1

Deux primitives de f différent d'une constante. C'est-a-dire que si F' est une primitive de f sur un intervalle I alors toutes

les primitives de f sur I sont de la forme z — F'(z) + C, avec C € R.

Théoréme 2

€T
Si f est une fonction continue sur un intervalle I contenant a, alors la fonction F' définie par F'(x) = / f(t) dt est
a

une primitive de f. C'est d'ailleurs I'unique primitive qui s'annule en = a. On note par / f(t)dtou /f une

primitive quelconque de f.

Théoréme 3

Pour toute primitive F de f sur un intervalle I contenanta et x, on a:
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Le calcul d'intégrales de fonctions continues se raméne don a la recherche de primitives.

Théoréme 4

Pour toute fonction f de classe C1 sur un intervalle I contenanta et x, on a:

fw<MF/Umﬁ

@ Méthodes de calcul.

a. Linéarité

Théoréme 5

Si F' et G sont des primitives respectives de f et g sur un intervalle I et k est un nombre réel, alors F' + G est la

primitive de f + G et kF est la primitive de k f sur ce méme intervalle I.

Retenons les relations trigonométriques utiles a cet usage . Ces relations se retrouvent a I'aide de la linérisation.

* cos’(z) = %(1 + cos(2z))

** sin’(z) = = (1 — cos(2z))

N

* % x cos®(z) = i(3 cos(z) + cos(3z))

(3sin(z) — sin(3z))

* %% sin®(z) =

NG

Exemple : Déterminons les primitives de  — sin’ (z).Ona:

sin?(z) = sin®(z) x sin®(z) = (1 — cos(2z)) x %(1 — cos(2z)) = i(l - cos(2x))2

N =

Donc :
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1 1 1
sint(z) = 7 (1 — 2cos(2z) + cos®(2z)) = 1 (1 —2cos(2z) + 3 (1 + cos(4z)))
D'ol :

1 1 1 1 3 1 1
sint(z) = i cos(2z) + 3 + 3 cos(4x) = =5 cos(2x) + 3 cos(4x)

Ainsi, on en déduit que :
3 1 1 3 1 1
/sin4(:c) dz = / (§ — 5cos(2:c) +3 cos(4m)> dzx = 3 / ldz — 3 /cos(2x) dx + 3 /cos(4x) dz

Ce qui nous donne, avec K € R :

3 1 1 1 1
/sin4(x) dx = 35353 sin(2z) + 557 sin(4z) + K

Finalement :

3 1 1
.4 v i e
/sm (x)dz = =2 7 sin(2z) + 39 sin(4z) + K

b. Intégration par parties.

Théoréme 6

Soit u et v deux fonctions de classe C sur un intervalle I, et a et b deux éléments réels de I tels que a < b. On a alors

b b b
/ u'(t) x v(t) dt = [u(t) x v(t)], —/ u(t) x v'(t) dt

On écrit également :

/ W () % v(t) dt = ult) x v(t) — / u(t) x o' (t) dt
¥ Cas classiques d’utilisation :

On note par P est un polyndme, « est un nombre réel non nul et 3 est un nombre réel quelconque. On a :

b
« Pour / P(t) x sin(at + B) dt on pose v(t) = P(t) sto/(t) = sin(at + B).
b
*ok Pour/ P(t) x cos(at + B) dt on pose v(t) = P(t) etu'(t) = cos(at + B).

b
* ok x Pour/ P(t) x e*P dt on pose v(t) = P(t) etw(t) = 7.
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b
* Sk ok Pour/ P(t) x In(t) dt on pose v(t) = In(t) et u'(t) = P(t).

b
* % % % % Pour / e™ x cos(Bt) dt on effectue deux intégrations par parties en posant a chaque fois v(t) = e* afin
a
de faire apparaitre cette méme intégrale.
b
* % % % %k Pour / e x sin(ft) dt on effectue deux intégrations par parties en posant a chaque fois v(t) = € afin
a

de faire apparaitre cette méme intégrale.

Il est également possible d'écrire, avec - —1, que:

’ at 4 ’ (a+iB)t p elotib)t '
/Ge X cos(ft) dt = Ré /Ge dt | = Ré [a—l—iﬂ]a

et

b t b i pla+ip)t1?
[} : _ Cx T, — &3
/a e x sin(ft) dt = Sm Ae dt | =Sm [a—{—iﬁ]a

Ceci repose sur le fait que :

/ab Re (f(t)) dt = Ré </abf(t) dt) et /ab Sm (f(t)) dt = Sm (/abf(t) dt)

Exemple : Déterminons les primitives de  — x sin(2z + 3) sur R.

1
On va dériver I'expression x et intégrer I'expression sin(2z + 3) pour obtenir —5 cos(2x + 3). On aalors :

/:csin(Zac +3) =z x <—% - 3)) - / (1 x <_% ok 3))) o

Soit :
A T 1
/wsm(Zw + 3) = —35 cos(2z + 3) + 3 /cos(2m +3)dx
Soit encore :
. T 1 1 .
/msm(2m +3) = —3 cos(2x + 3) + 3 X ism(2x +3)+ K (K eR)

Finalement :

1
/msin(2a: +3) = —gcos(2m +3) + 1 sin(2z + 3) + K (K € R)

a. Intégration par changement de variable
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Définition : Soit u une fonction de classe C sur l'intervalle [ ; 3] inclus dans lintervalle [a ; b] et f une fonction

continue sur cet intervalle "plus large" [a ; b]. Dans ce cas :
B
/ Fu(®) o (8) de = / (@) da
a u(a)

Si u est une fonction bijective, alors u admet une fonction réciproque notée R.,. Et on a alors :

b Ry (a)
[ r@da= [ pw) e

Ru(a)
Car en posant z = u(t) on a alors dz = /(t) dt.

Par exemple déterminons la primitive de & — sin® () cos(z). On recherche donc :

/ sin?(x) cos(z) dz

On pose u = sin(z) ce qui implique que :

d
=2 = cos(z)

dx
Ce qui nous permet d'écrire que :
du = cos(z) dz
On a alors :

1
/sin4(ac) cos(z) dx = /u4 du = gu5 + K avec: K €R

Finalement :

/sin4 (z) cos(z) dz = %sin5 () + K

Dans le cas d'une intégrale, nous allons illuster la méthode. En effet, déterminons la valeur numérique de l'intégrale Z
suivante :

|
z—/ L
: 1+

Posons t = 1 + /. Ceci nous donne z = (t — 1)2.
On vérifie bien que, sur lintervalle d'intégration [1; 4], la fonction g : = —— (2 — 1)2 est bien la réciproque de
fire— 1+ \/5 qui est une bijection. Graphiquement on a une symétrie de f et g par rapport a la premiére

bissectrice h : x —— x :
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&2

Donc,on a:
de d
=2 (t-1?) =20-1) < do=20—1)at

Lorsque £ = 1 on constate que t = 1 + Vi=1+1= 2, puis lorsque = = 4 on constate que
t=1+vV4=1+2=3.

Dans ce cas, l'intégrale Z cherchée devient :

S | 31
7= ——dx = -2(t—1)dt
/1 1++z v /2 t ( )

Ce qui nous donne :

I:2/23t;tldt:2/23 (g_%) dt:2/23 <1_%> dt:2</231dt—/23%dt)
Donc :
=2 ([t - n(®)}}) = 2((3~2) ~ (In(3) ~ In(2))) = 21 + In(2) — In(3))

Finalement :

2
L= (1 +1n <§>) u.a. ~ 1,189 u.a.

On rappelle que u.a. signifie unité d'aire et fait référence a l'interprétation géométrique de l'intégrale (qui est égale a la

valeur numérique de la surface entre la courbe de la fonction intégrée, I'axe des abscisses et les deux axes verticaux
correspondants aux deux bornes de l'intégrale). Graphiquement, on obtient :

al

@ Formule de Taylor avec reste intégral.

a. Définition

Soit m un nombre entier naturel.
g q 1 .
Soit f une fonction de classe C™" surunintervalle I.

Soient g et & deux éléments de l'intervalle 1.

On a la formule suivante :

@) = $le0) + @ 20)f () + L2 ) o T2 pory) 1 [ 2 gy

n!
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(z — x0)?
2!

(x — xo

Le terme en rouge f(zg) + (x — o) f'(zo) + (o) +--- + ) f™(zy) = P,(x) s'appelle I

n!

0
approximation de Taylor a I'ordre n. Puis le terme en bleu / ( £ (¢) dt = R, (x) s'appelle le
€T

reste intégral a I'ordre n.
Le terme en rouge est celui qui est utilisé par les physiciens pour effectuer un développement limité de f au voisinage de

x a l'ordre n. Le physicien n'utilise pas le reste.

@ Inégalité de Taylor-Lagrange.

a. Définition

Soit 7 un nombre entier naturel.

Soit f une fonction de classe C™™! sur un intervalle I.

On suppose qu'il existe un nombre réel A > 0 tel que, pour tout élément x de l'intervalle I, on ait ‘ f("H) (a:) ‘ < A

Dans ce cas, on a la majoration suivante du reste intégral :

(w—fEO ’n+1

|Rn(z)| < A TR
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